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Resumo.Resolve-se numericamente o problema quase–estático incremental para sólidos elás-
ticos bi- e tridimensionais que podem estabelecer contactocom atrito de Coulomb com ob-
stáculos rígidos. Formula-se o problema incremental como um Problema de Complementari-
dade Linear em Cones de Segunda Ordem (SOCLCP). A resolução numérica do SOCLCP é
efectuada com um método desenvolvido por Hayashi, Yamashita e Fukushima (2003) que é
baseado na álgebra euclideana de Jordan para cones de segunda ordem e que combina téc-
nicas de suavização e de regularização. Apresentam-se doisexemplos numéricos: uma treliça
tridimensional e um modelo plano de uma barra.
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1. INTRODUÇÃO

Este artigo trata de problemas quase–estáticos em que sólidos elásticos modelados pelo
método dos elementos finitos podem entrar em contacto com a superfície de obstáculos rígi-
dos com atrito. O domínio de validade da formulação apresentada é o da linearidade geométrica
e material. Considera-se a lei de atrito de Coulomb para o caso tridimensional sem aproxi-
mação piramidal do cone de atrito. Aproximando o cone de atrito por uma pirâmide o prob-
lema quase–estático incremental a três dimensões pode ser formulado como um problema de
complementaridade linear (LCP) [8, 9]. Não há muitos estudosque utilizem métodos de Pro-
gramação Matemática e que tenham considerado o cone de atrito de Coulomb sem qualquer
aproximação [2, 3, 11, 4, 6].

Seguidamente expõe-se uma formulação matemática e um método numérico para a res-
olução do problema quase–estático incremental com atrito de Coulomb a três dimensões sem
aproximação piramidal. Para isso exprime-se a versão incremental da lei de atrito como uma
condição de complementaridade em que as variáveis estáticas e cinemáticas nela intervenientes
pertencem ao mesmo cone convexo, o que permite escrever o problema incremental na forma
canónica de umproblema de complementaridade linear em cones de segunda ordem(SOCLCP
— second–order cone linear complementarity problem).

2. FORMULAÇÃO EM TERMOS DE UM SOCLCP

SejaK ⊂ R
n um cone convexo fechado eK∗ ⊂ R

n o seu dual [10], definido por

K∗ = {y ∈ R
n|x>y ≥ 0 (x ∈ K)}.

O coneK diz-seauto-dualse for igual ao seu dual [1]. O ortante não negativoR
n

+ ⊂ R
n e o

cone de segunda ordem(ou deLorentz) L
n

+ ⊂ R
n [1] definem-se, respectivamente, por

R
n

+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n|xi ≥ 0 (i = 1, . . . , n)} e

L
n

+ = {x = (x0,x1) ∈ R
n|x0 ≥ ‖x1‖}.

Ser-nos-á particularmente útil o caso do cone auto-dualL
3
+, ilustrado na Figura 1.

Neste estudo fazemos uso doproblema de complementaridade linear em cones de segunda
ordem(SOCLCP). Dados uma matrizM ∈ R

n×n e um vectorq ∈ R
n, o problema SOCLCP

consiste em

calcular (x,y) ∈ R
2n

sujeito a y = Mx + q,
x ∈ KS, y ∈ KS, x>y = 0,




 (1)

onde

KS := K1 × · · · × Kk, Ki = R
ni

+ ouL
ni

+ ,

com n =
∑

k

i=1 ni. Devido à igualdadeL1
+ = R

1
+ o SOCLCP (1) tem o LCP (problema de

complementaridade linear) como caso particular. Hayashiet al. [5] propuseram um algoritmo
baseado na álgebra euclideana de Jordan que incorpora métodos de suavização e regularização
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para resolver numericamente SOCLCP’s e que será usado neste estudo.
Em [7] mostra-se que, pela incorporação de uma nova variável, a lei de atrito de Coulomb

pode ser formulada como uma condição de complementaridade em dois cones de segunda or-
dem, resultado que se indica seguidamente. Admitindo que a superfície do obstáculo é suficien-
temente suave, para cada nó candidato ao contacto no espaço tridimensional podemos definir
um referencial ortonormado(t1, t2,n) em quet1, t2 ∈ R

3 e n ∈ R
3 são vectores respecti-

vamente tangentes e normal exterior ao obstáculo. O vector dos deslocamentos incrementais
do nó designa-se por(∆ut, ∆un) ∈ R

2 × R e o vector das reacções do obstáculo sobre o nó
designa-se por(rt, rn) ∈ R

2 × R, em que os índices inferiores ‘t’ e ‘n’ denotam componentes
relativamente aos eixos(t1, t2) e n, respectivamente. As reacções normais satisfazem as de-
sigualdadesrn ≥ 0, uma vez que, em contacto unilateral sem adesão, as mesmas sópodem ser
de compressão. A versão incremental da lei de Coulomb pode escrever-se como





∆ut = 0 =⇒ µrn ≥ ‖rt‖ (condição de bloqueamento),

∆ut 6= 0 =⇒ rt = −µrn
∆ut

‖∆ut‖
(condição de deslizamento).

(2)

em queµ > 0 designa o coeficiente de atrito. Pode-se mostrar [7] que∆ut ∈ R
2 e (rt, rn) ∈

R
2 × R satisfazem (2) se e só se existir umλn ∈ R tal que

(λn, ∆ut) · (µrn, rt) = 0, (3)

λn ≥ ‖∆ut‖, µrn ≥ ‖rt‖. (4)

As inequações (4) são condições de pertença das variáveis envolvidas na lei de Coulomb (∆ut, µrn, rt)
e de uma nova variável (λn) a cones de segunda ordem (ilustrados na Figura 1).

Figura 1. Cones de segunda ordem envolvidos na nova formulação da lei de atrito de Coulomb (L
3
+).

Consideremos agora um sistema elástico linear tridimensional de dimensão finita comnD
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graus de liberdade. Os vectores dos deslocamentos e das reacções nodais num estado de equi-

líbrio correspondente às forças exterioresf̂
0

ext ∈ R
n

D

são, respectivamente,̂u0 ∈ R
n

D

e
r̂

0 ∈ R
n

D

, que satisfazem a equação de equilíbrio

K̂û
0 = f̂

0

ext + r̂
0, (5)

ondeK̂ ∈ R
n

D

× R
n

D

representa a matriz de rigidez (simétrica). O número de nós candidatos
ao contacto énC e o número de graus de liberdade não associados ao contacto énF, pelo que
nF = nD−3nC. Os índices superioresC eF referem-se, respectivamente, aos nós que são e que
não são candidatos ao contacto. Um∆ precedendo uma variável denota um incremento finito
dessa variável. A versão incremental das equações de equilíbrio (5) é

K̂∆û = ∆f̂ ext + ∆r̂, (6)

onde as entidades intervenientes podem ser decompostas em blocos:

K̂ =

(
KFF KFC

KCF KCC

)
, ∆û =

(
∆uF

∆uC

)
, ∆f̂ ext =

(
∆fF

ext

∆fC
ext

)
, ∆r̂ =

(
0

∆rC

)
.

A distância actual entre oi-ésimo nó candidato ao contacto e o obstáculo, medida na direcção
normal ao obstáculo, é designada porg0

i
(i = 1, . . . , nC). As condições de contacto unilateral

envolvem duas desigualdades (a condição de impenetrabilidade e a condição de não adesão) e
uma relação de complementaridade (condição de não ocorrência simultânea de reacção normal
e de ausência de contacto)

∆uC
ni
− g0

i
≥ 0, rC

ni
≥ 0, (∆uC

ni
− g0

i
)rC

ni
= 0 (i = 1, . . . , nC). (7)

Por simplicidade de notação passamos a omitir o índice superior C além de que efectuamos uma
mudança de variável no incremento de deslocamento normal

∆uni = ∆uC
ni
− g0

i
, ∆uti = ∆uC

ti, ∆u = (∆ut1, . . . , ∆utnC , ∆un1, . . . , ∆unnC),

rni = rC
ni

, rti = rC
ti, r = rC,

pelo que as condições em (7) se reduzem a

∆uni ≥ 0, ∆rni ≥ 0, ∆unirni = 0 (i = 1, . . . , nC). (8)

Após condensação da equação de equilíbrio (6) nos graus de liberdade candidatos ao contacto
obtemos uma equação de equilíbrio envolvendo apenas as variáveis estáticas e cinemáticas de
contacto:

K∆u = r + f . (9)

Na equação anterior a matriz simétricaK ∈ R
3n

C
×3n

C

e o vectorf ∈ R
3n

C

são dados por

K = KCC − KCF(KFF)−1KFC,

f = r0C
+ ∆fC

ext + KCF(KFF)−1∆fF
ext − Kg0,
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ondeg0 = (0, g0
1, . . . , g

0
nC) ∈ R

3n
C

e r0C
∈ R

3n
C

. As condições (9), (8), (3) e (4) permitem
formular o SOCLCP seguinte:

calcular (∆u, r,λn) ∈ R
3n

C

× R
3n

C

× R
n

C

sujeito a K∆u = r + f ,
∆uni ≥ 0, rni ≥ 0, ∆unirni = 0 (i = 1, . . . , nC),
λni ≥ ‖∆uti‖, µrni ≥ ‖rti‖,

(λni, ∆uti) · (µrni, rti) = 0 (i = 1, . . . , nC).






(10)

Definindo o coneK1 ⊂ R
3n

C

como

K1 = {(s1, s2) ∈ R
n

C

× R
2n

C

|si ≥ ‖s2i‖ (i = 1, . . . , nC)}, (11)

ondes1 = (s11, . . . , s1nC), s2 = (s21, . . . , s2nC) e s2i ∈ R
2 (i = 1, . . . , nC), e decompondo o

sistema de equações (9) na partes tangente e normal
(

Kt

Kn

)
∆u =

(
rt

rn

)
+

(
f t

fn

)
,

ondeKt ∈ R
2n

C
×3n

C

, Kn ∈ R
n

C
×3n

C

, f t ∈ R
2n

C

efn ∈ R
n

C

, então o problema (10) toma a
forma canónica de um SOCLCP (1) com

x =




λn

∆ut

∆un



 , y =




µrn

rt

rn



 , KS = K1 × R
n

C

+ ,

M =

(
O µKn

O K

)
, q =

(
−µfn

−f

)
, n = 4nC.

3. DOIS EXEMPLOS NUMÉRICOS

Nos exemplos numéricos apresentados seguidamente os SOCLCP’s (10) são resolvidos com
o algoritmo proposto por Hayashi, Yamashita e Fukushima [5]. Adoptam-se os valores dos
parâmetros do algoritmo que foram usados nas experiências numéricas relatadas por aqueles
autores. A solução inicial arbitrada para cada incremento de carga éx0 = y0 = 0.

3.1. Treliças tridimensionais

Vamos agora considerar treliças tridimensionais constituídas por duas malhas rectangulares
de barras dispostas em dois planos paralelos, ligadas por umsistema de barras inclinadas. A
Figura 2 ilustra uma treliça com4 × 4 nós candidatos ao contacto (os do plano inferior (x-
y)) embora neste estudo só se apresentem resultados numéricos para uma treliça com12 × 12
nós candidatos ao contacto. Os comprimentos das barras nas direcçõesx e y são2000,0 mm
e 3000,0 mm, respectivamente, sendo a distância entre o plano superiore o plano inferior de
2000,0 mm. O módulo de elasticidadeE = 205,8 GPa e a área da secção transversal de
cada barraA = 10000,0 mm2. Os nós do plano superior serão carregados segundo o critério
seguinte (ver a Figura 2): se cada nó do interior da malha rectangular superior (nós indicados por

5
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x

y

z

Figura 2. Treliça com4 × 4 nós candidatos ao contacto.

◦) estiver submetido a uma forçâf então os nós dos bordos indicados por• estão submetidos
a uma força dêf/2 e os nós dos cantos (indicados por⊕) estão submetidos a uma força de
f̂/4. O obstáculo ocupa a regiãoz ≤ 0. No início do carregamento a distância entre os nós
candidatos ao contacto e a superfície é nula, ou seja,g0

i
= 0 (i = 1, . . . , nC). O coeficiente de

atrito éµ = 0,12. Note-se que a geometria, a distribuição da rigidez, as distâncias iniciais ao
obstáculo e o coeficiente de atrito são simétricos em relaçãoaos planosxz eyz.

Seguidamente mostram-se os resultados da resolução numérica do problema quase-estático
incremental para uma treliça com12 × 12 nós candidatos ao contacto. Consideramos6 passos
de carga tal que a carga total em cada nó interior do plano superior de nós é dada por

f̂ = γ(m)f (m = 0, . . . , 6), (12)

ondef = (0, 0,−102,9) kN e os valores deγ(m) são os listados na Tabela1; quer dizer, ao
longo dos incrementos de cargam = 2, . . . , 6 as forças exteriores aplicadas quandom = 1
são monotonamente removidas. A Figura 3 mostra os incrementos de deslocamentos dos nós

m 0 1 2 3 4 5 6
γ

(m) 0 5,00 4,05 3,10 2,15 1,20 0,25

Tabela 1. Valores do parâmetro de cargaγ
(m) da treliça12 × 12.

candidatos ao contacto. Mostra-se apenas1/4 da malha rectangular dos nós do plano inferior por
razões de simetria; em todos os incrementos todos os nós estão em contacto com o obstáculo.
A Figura 4 ilustra o padrão de deslocamentos totais para a carga final (m = 6).

6
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(a)m = 1 (×1000) (b) m = 2 (×5000) (c) m = 3 (×5000)

(d) m = 4 (×5000) (e)m = 5 (×5000) (f) m = 6 (×5000)

Figura 3. Incrementos de deslocamentos dos nós candidatos ao contacto (coeficientes de ampliação indicados entre
parêntesis).

Figura 4. Deslocamentos totais dos nós candidatos ao contacto param = 6 (×1000).

7
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3.2. Barra em estado plano de deformação submetida a forças distribuídas

Neste exemplo consideramos uma barra elástica linear (módulo de elasticidadeE = 5 MPa,
coeficiente de Poissonν = 0,48) num estado plano de deformação, ocupando um domínio de
400 mm ×40 mm ×10 mm (Figura 5). Despreza-se o peso próprio. A barra foi discretizada em

Figura 5. Configuração deformada do modelo de elementos finitos de uma barra em estado de equilíbrio correspon-
dente a tensões normais de compressão de0,01 MPa na face superior e de0,05 MPa na face direita (deslocamentos
ampliados50 vezes).
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Figura 6. Representação esquemática das tensões de reacçãonormais (�) e das tensões de reacção tangenciais
divididas pelo coeficiente de atrito (N) para o estado de equilíbrio correspondente à configuração representada na
Figura 5.

16 × 160 = 2560 elementos finitos bilineares (Q1). A face esquerda da barra coincide com um
eixo de simetria, pelo que os nós coincidentes com essa face estão impedidos de ter componente
horizontal de deslocamento. Os161 nós da face inferior estão sujeitos a condições de contacto
unilateral com atrito comµ = 1,3. As faces superior e direita são sujeitas a tensões uniformes
de compressão: num primeiro carregamento aplicam-se tensões iguais a0,01 MPa nessas faces,
seguido de4 incrementos de0,01 MPa (sempre de compressão) apenas na face direita. Para
a configuração representada na Figura 5, dos161 nós candidatos ao contacto, os119 do lado
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esquerdo estão bloqueados, os5 do lado direito estão fora do contacto e os37 intermédios estão
em deslizamento iminente para a esquerda. O nó do canto superior direito desloca-se0,641 mm
para a esquerda e0,263 mm para cima. As tensões de reacção do obstáculo sobre a barraestão
representadas na Figura 6; as tensões tangenciais apontam,naturalmente, para a direita.
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