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Resumo.Resolve-se numericamente o problema quase—estaticariaotal para solidos elas-
ticos bi- e tridimensionais que podem estabelecer contecto atrito de Coulomb com ob-
staculos rigidos. Formula-se o problema incremental commoRroblema de Complementari-
dade Linear em Cones de Segunda Ordem (SOCLCP). A resolucaocicauicheé SOCLCP é
efectuada com um método desenvolvido por Hayashi, Yaraastiukushima2003) que é
baseado na algebra euclideana de Jordan para cones de sagudém e que combina téc-
nicas de suavizacao e de regularizacdo. Apresentam-sesgeiaplos numéricos: uma trelica
tridimensional e um modelo plano de uma barra.
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1. INTRODUGCAO

Este artigo trata de problemas quase—estaticos em quesd@idsticos modelados pelo
meétodo dos elementos finitos podem entrar em contacto corpeafie de obstaculos rigi-
dos com atrito. O dominio de validade da formulag&o apradaré o da linearidade geométrica
e material. Considera-se a lei de atrito de Coulomb para o casménsional sem aproxi-
macéao piramidal do cone de atrito. Aproximando o cone dégior uma piramide o prob-
lema quase—estatico incremental a trés dimensdes poderseriddo como um problema de
complementaridade linear (LCP) [8, 9]. Ndo h& muitos estugmsutilizem métodos de Pro-
gramacdo Matematica e que tenham considerado o cone aed&rifoulomb sem qualquer
aproximacéo [2, 3, 11, 4, 6].

Seguidamente expde-se uma formulacdo matematica e um onétmaérico para a res-
olucdo do problema quase—estatico incremental com a&it@allomb a trés dimensbes sem
aproximacao piramidal. Para isso exprime-se a versaonmaral da lei de atrito como uma
condicdo de complementaridade em que as variaveis estat@aematicas nela intervenientes
pertencem ao mesmo cone convexo, 0 que permite escreveblempeoincremental na forma
canodnica de urproblema de complementaridade linear em cones de seguddan(OCLCP
— second-order cone linear complementarity problem).

2. FORMULACAO EM TERMOS DE UM SOCLCP
Sejall C R"™ um cone convexo fechadot& C R™ o seu dual [10], definido por
K*={yeR"x"y>0(xc k)
O conekC diz-seauto-dualse for igual ao seu dual [1]. O ortante ndo negalVo C R" e o
cone de segunda ordefou deLorent L’} C R" [1] definem-se, respectivamente, por
R} ={x=(z1,...,2,) eR"|2; >0(: =1,...,n)} €
L} = {z = (zo,%1) € R"[zo = [lz1]}.
Ser-nos-a particularmente (til o caso do cone auto-Hiallustrado na Figural1.
Neste estudo fazemos uso pimblema de complementaridade linear em cones de segunda

ordem(SOCLCP). Dados uma matri/ € R"*" e um vectorg € R", o problema SOCLCP
consiste em

calcular (x,y) € R*™
sujeitoa y = Mz + q, (1)
xckKsg, yeks, z='y=0,

onde
’CS Z:’C1X--'XICk, ICZ:P{iZ OULT,

comn = Zle n;. Devido a igualdad&! = R! o SOCLCP/(1) tem o LCP (problema de
complementaridade linear) como caso particular. Hayeisal. [5] propuseram um algoritmo
baseado na algebra euclideana de Jordan que incorporaasnéi®duavizacao e regularizacao
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para resolver numericamente SOCLCP’s e que sera usado neste. es

Em [7] mostra-se que, pela incorporacdo de uma nova variavel de atrito de Coulomb
pode ser formulada como uma condi¢cdo de complementarisgadis cones de segunda or-
dem, resultado que se indica seguidamente. Admitindo qupeafécie do obstaculo é suficien-
temente suave, para cada né candidato ao contacto no esiplapensional podemos definir
um referencial ortonormad@,, t,,n) em quet, t, € R® en € R? sdo vectores respecti-
vamente tangentes e normal exterior ao obstaculo. O veowdéslocamentos incrementais
do né designa-se pdiu, Au,) € R* x R e o vector das reacgbes do obstaculo sobre o né
designa-se pafr:, m,) € R* x R, em que os indices inferiores & ‘n’ denotam componentes
relativamente aos eixas$,, t2) e n, respectivamente. As reac¢des normais satisfazem as de-
sigualdades, > 0, uma vez que, em contacto unilateral sem adesao, as mespadest ser
de compressao. A versao incremental da lei de Coulomb podevesse como

Auy =0 = ury, > ||r| (condigéo de bloqueamento)

(2)

A . .
Auy #0 = 1y = _W“ﬁ (condicao de deslizamento)
t

em queu, > 0 designa o coeficiente de atrito. Pode-se mostrar [7]&uec R? e (r,r,) €
R? x R satisfazem (2) se e s6 se existir ume R tal que

()\nu Aut) : (l“ﬂna ’rt) = 07 (3)
An 2 (|Awll,  prn > [[7el]. (4)

As inequacdes (4) sdo condicdes de pertenca das variavelsidas na lei de Coulombuw, pry, )
e de uma nova variavel() a cones de segunda ordem (ilustrados na Figura 1).

W, Aq
45° 45°
It Aug, Fip, Auty,

Figura 1. Cones de segunda ordem envolvidos na nova for&wtiglei de atrito de Coulommi).

Consideremos agora um sistema elastico linear tridimeakibs dimenséo finita com®
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graus de liberdade. Os vectores dos deslocamentos e dedesamdais hum estado de equi-

o . . =0 ~ . _
librio correspondente as forcas exteriofes, € R"" sdo, respectivament&’ ¢ R e
7" € R"”, que satisfazem a equacéo de equilibrio

—_ ~0 ~
KU’O = Jext + T.O’ (5)

ondeK € R"” x R representa a matriz de rigidez (simétrica). O niumero de addidatos

ao contacto &° e o nimero de graus de liberdade ndo associados ao contatip&o que

n¥ = nP —3nC. Os indices superiorése F referem-se, respectivamente, aos nos que sdo e que
nao sao candidatos ao contacto. Wnprecedendo uma variavel denota um incremento finito
dessa variavel. A versao incremental das equac6es debeipuib) é

KAG = A, + AT, (6)
onde as entidades intervenientes podem ser decompostdsars: b
K = (KCF KCC) ’ Au = (AUC) ) Afext - (A;eCXt) 9 AT = (A’I‘C) .

ext
A distancia actual entre®@ésimo né candidato ao contacto e o obstaculo, medida ne;éime
normal ao obstaculo, é designada pbi(i = 1,...,1n). As condi¢cdes de contacto unilateral
envolvem duas desigualdades (a condicdo de impenetad®lid a condicdo de ndo adesao) e
uma relacdo de complementaridade (condicdo de ndo ocari€nuiltanea de reaccao normal
e de auséncia de contacto)
Augz_g? ZO’ ’I“Si 20’ (Augz_g?)rr?z:o (Z: 17"'anc)' (7)
Por simplicidade de notagdo passamos a omitir o indice isugi2além de que efectuamos uma
mudanca de variavel no incremento de deslocamento normal

C 0 C
Auy; = Aug, — g;,  Aug = Aug,,  Au = (Aug, ..., Aug,o, Ay, - .., Aug,e),

C _ ..C _ ..C
ne’ rti_rtia r=7r-,

Tng =T
pelo que as condi¢des em (7) se reduzem a
Aum‘ Z 07 ATni Z 07 Aunirni =0 (Z - 17 tee 7nc>‘ (8)

Apo6s condensacao da equacao de equilibrio (6) nos grauxededide candidatos ao contacto
obtemos uma equacao de equilibrio envolvendo apenas aseiarestaticas e cinematicas de
contacto:

KAu=r+f. 9
Na equacéo anterior a matriz simétrikac R3"“*3"" e o vectorf € R*"“ sdo dados por
K = KCC o KCF(KFF)—IKFC
F=r 4 AfS, + K (KT IALE, — K,

ext
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ondeg’ = (0,47,...,9%) € R e r?° € R*°. As condicBes (9)/ (8), (3) € (4) permitem
formular o SOCLCP seguinte:
calcular (Au,r,A,) € R x R3 x R™
sujeitoa KAu =1+ f,
Aty >0, 74 >0, Augry, =0 (i=1,...,n°), (10)
Ani > [[Augll,  pres > |lrall,
(Anis Awgg) - (prng, m) =0 (i =1,...,n%).

Definindo o cone&l; ¢ R*" como
Ki={(s1,8) € R x R¥|s; > ||sail| (i = 1,...,n°)}, (11)

ondes; = (s11,...,581,c), 82 = (S21,...,89,c) €8y € R? (i = 1,...,n%), e decompondo o
sistema de equacgdes (9) na partes tangente e normal

K, I I
()= ()« (72)
ondeK, € R K e R f c R™ ef e R", entdo o problema (10) toma a
forma candnica de um SOCLQE (1) com

x = Aut , , — Ky x R,
Au,

n _ C

M = <O K , q= f) n=4n".

3. DOIS EXEMPLOS NUMERICOS

Nos exemplos numéricos apresentados seguidamente os SGJILAPsa0 resolvidos com
o algoritmo proposto por Hayashi, Yamashita e FukushimaA8pptam-se os valores dos
parametros do algoritmo que foram usados nas experiéngiagricas relatadas por aqueles
autores. A solucdo inicial arbitrada para cada incremesittadga éc® = y° = 0.

3.1. Trelicas tridimensionais

Vamos agora considerar trelicas tridimensionais condégipor duas malhas rectangulares
de barras dispostas em dois planos paralelos, ligadas psistema de barras inclinadas. A
Figura 2 ilustra uma trelica cormh x 4 nés candidatos ao contacto (os do plano inferior (
y)) embora neste estudo s se apresentem resultados nusrgareouma trelica cort2 x 12
nos candidatos ao contacto. Os comprimentos das barrasreesdes: e y s402000,0 mm
e 3000,0 mm, respectivamente, sendo a distancia entre o plano sugedgiano inferior de
2000,0 mm. O médulo de elasticidade = 205,8 GPa e a area da secc¢ao transversal de
cada barrad = 10000,0 mm?. Os nés do plano superior serdo carregados segundo ocritéri
seguinte (ver a Figura 2): se cada né do interior da malhanmgatar superior (nés indicados por
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Figura 2. Trelica com x 4 nés candidatos ao contacto.

o) estiver submetido a uma for&aentéo 0s nés dos bordos indicados pastao submetidos
a uma forga def /2 e os nos dos cantos (indicados pey estdo submetidos a uma forca de
}/4. O obstaculo ocupa a regid&o< 0. No inicio do carregamento a distancia entre 0os nos
candidatos ao contacto e a superficie € nula, ou g¢ja,0 (i = 1,...,n°). O coeficiente de
atrito é, = 0,12. Note-se que a geometria, a distribuicdo da rigidez, aartigs iniciais ao
obstaculo e o coeficiente de atrito séo simétricos em relagsiplanos:z e yz.

Seguidamente mostram-se os resultados da resolucéo nardérproblema quase-estatico
incremental para uma trelica cold x 12 nds candidatos ao contacto. Considerafmpassos
de carga tal que a carga total em cada né interior do plangisupe nés é dada por

f=+"F (m=0,...,6), (12)

ondef = (0,0,—102,9) kN e os valores de(™ sdo os listados na Tabelaquer dizer, ao
longo dos incrementos de carga= 2,...,6 as for¢cas exteriores aplicadas quamdo= 1
sdo monotonamente removidas. A Figura 3 mostra os incresieet deslocamentos dos nos

m 0 1 2 3 4 5 6
Am 0 500 4,06 3,10 2,15 1,20 0,25

Tabela 1. Valores do parametro de caf§@’ da treligal2 x 12.

candidatos ao contacto. Mostra-se apdridsla malha rectangular dos nés do plano inferior por
razdes de simetria; em todos os incrementos todos 0s n@sesstéontacto com o obstaculo.
A Figura 4 ilustra o padrao de deslocamentos totais paraga @aal (n = 6).
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(@) m = 1 (x1000) (b) m = 2 (x5000) (©) m = 3 (x5000)

(d) m = 4 (x5000) (€)m = 5 (x5000) (f) m = 6 (x5000)

Figura 3. Incrementos de deslocamentos dos nés candidatantacto (coeficientes de ampliagéo indicados entre
paréntesis).

Figura 4. Deslocamentos totais dos nés candidatos ao toma@m = 6 (x1000).
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3.2. Barra em estado plano de deformacgéo submetida a forcasstiibuidas

Neste exemplo consideramos uma barra elastica linear (mddwelasticidadé’ = 5 MPa,
coeficiente de Poissan = 0,48) num estado plano de deformacéo, ocupando um dominio de
400 mm x40 mm x 10 mm (Figura 5). Despreza-se o peso proprio. A barra foi die@a em

-----
uuuuu
s

Figura 5. Configuracdo deformada do modelo de elementosdfidé uma barra em estado de equilibrio correspon-
dente a tensdes normais de compressdndeMPa na face superior e @05 MPa na face direita (deslocamentos
ampliados0 vezes).

9 0,015 -
18 /(-“\ e
o e
s 0,01 :
= O
O S e
° 0 o Y
l§ 2 0,005 - R
2o :
o ™
0 100 200 300 400
Regi&o candidata ao contacto (mm)

Figura 6. Representacdo esquematica das tensfes de reacgiis W) e das tensfes de reac¢do tangenciais
divididas pelo coeficiente de atrita) para o estado de equilibrio correspondente a configuragiiesentada na
Figurd 5.

16 x 160 = 2560 elementos finitos bilineares (Q1). A face esquerda da bam&ide com um

eixo de simetria, pelo que os nés coincidentes com essastieimpedidos de ter componente
horizontal de deslocamento. @&l nds da face inferior estdo sujeitos a condi¢cdes de contacto
unilateral com atrito conp = 1,3. As faces superior e direita sdo sujeitas a tensées uniforme
de compressao: num primeiro carregamento aplicam-sedeigpdais &,01 MPa nessas faces,
seguido del incrementos d®,01 MPa (sempre de compresséo) apenas na face direita. Para
a configuragdo representada na Figura 5, lddsnés candidatos ao contacto, bl do lado

8
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esquerdo estéo bloqueadosjak lado direito estéo fora do contacto e3@sntermédios estédo
em deslizamento iminente para a esquerda. O n6 do canta@ugiegito desloca-s,641 mm
para a esquerda(®®263 mm para cima. As tensdes de reac¢éo do obstaculo sobre abtioa
representadas na Figura 6; as tensdes tangenciais apoatanalmente, para a direita.
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