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Resumo. Nesta comunica¢ao propoem-se uma formulagcao e uma técnica de resolugao
novas para a determinacao de trajectorias quase-estdticas em problemas bi-dimensionais
com contacto e atrito, utilizando um método de comprimento de arco. Os efeitos geome-
tricamente nao lineares sao tidos em conta. A metodologia proposta € aplicdavel a casos
em que existam pontos limites e/ou sucessivos pontos de bifurcagdo ao longo da trajectoria
quase-estdtica. A ocorréncia de pontos limites leva a utilizacdo de métodos de compri-
mento de arco e a ocorréncia de sucessivas (infinitamente proximas) bifurcagdes requer
a definicao de um critério de seleccao da solugao "desejada” entre as multiplas solucdes
do problema aumentado associado ao método de comprimento de arco. O método de
comprimento de arco proposto utiliza um critério de seleccao basedo na maxrima energia
dissipada, por forma a evitar a ocorréncia de trocos de trajectoria sem dissipagao, corres-
pondentes a descargas em que a generalidade dos nds em contacto ficassem bloqueados.
Esta formulacdo requer a resolugcao, em cada incremento, de um programa matemdtico
com restri¢oes de complementaridade (MPEC). Apds requlariza¢io, este problema é re-
solvido por um algoritmo convencional de programacao nao linear. Aplica-se a metodologia
proposta a vdrios exemplos que envolvem a determinacao de trajectorias de equilibrio com
pontos limites suaves ou angulosos e/ou com trogos de trajectdria quase-estatica em que
todos os pontos sao pontos de bifurcacao. Em todos os exemplos a trajectoria de equilibrio
dissipativa “desejada” € de facto a trajectoria determinada pelo algoritmo proposto.
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1 INTRODUCAO

Apesar do grande numero de formulagoes e algoritmos disponiveis na literatura para a
resolu¢ao de problemas de dimensdo finita com contacto unilateral e atrito (ver, por
exemplo, Wriggers [3]), os pontos criticos dessas trajectérias de equilibrio continuam a
originar importantes dificuldades matematicas e computacionais. Este artigo desenvolve
um método de comprimento de arco para determinar trajectérias de equilibrio em prob-
lemas de contacto com atrito. E sabido que estes problemas podem ter pontos limites e
sucessivos pontos de bifurcagao (estéveis ou instaveis) [1, pp. 65-136], mesmo quando se
admitem pequenas deformacoes e rotacoes. Isto quer dizer que o correspondente prob-
lema incremental nao tem em geral solugoes unicas. Hilding [4] propés um método para
a determinacao do equilibrio com um critério de energia potencial minima para proble-
mas eldsticos geometricamente lineares envolvendo contacto com ou sem atrito. Se se
admitirem rotacoes nao infinitesimais, os pontos criticos podem também resultar da nao-
linearidade geométrica [1, pp. 179-232]. Miersemann e Mittelmann [5] propuseram um
método de continuacao que permite seguir trajectoérias de equilibrio com pontos limites
em problemas de contacto sem atrito. Wriggers [3] efectuou andlises de problemas de
contacto envolvendo dois corpos com grandes deformagoes; mas o seu método baseia-se
na matriz de rigidez tangente, pelo que nao é aplicavel a determinacao de trajectérias
de equilibrio com pontos criticos. Koo e Kwak [6] propuseram um método para seguir a
trajectoria de equilibrio em problemas de contacto com atrito e pontos limite; contudo,
nao ¢é claro que tipo de solugoes serao encontradas pelo seu método se a trajectéria tiver
bifurcacoes; além disso nao é garantido que exista uma solugao para o problema que é
resolvido pelo algoritmo utilizado em cada incremento de carga.

O nosso objectivo neste artigo é determinar trajectérias de equilibrio contendo, pos-
sivelmente, sucessivos pontos de bifurcacao devidos ao atrito, bem como pontos limite.
Note-se que o nosso objectivo nao é determinar a localizagao exacta daqueles pontos
criticos, mas sim "ultrapassa-los”de acordo com um certo critério. O método proposto
para determinar a trajectéria de equilibrio utiliza a parametrizacao do comprimento de
arco e recorre a um critério de maxima dissipacao de energia para seleccdo da solucao
incremental. Em cada passo formulamos um programa matematico com restrigoes de com-
plementaridade (MPEC) [2], [7], que, apds regularizagao, é resolvido com um algoritmo
convencional de programacao nao linear.

2 Programacao nao linear para os problemas incrementais

Seja [|p|| = (p"p)'/? a norma euclidiana de um vector p € R". Considere-se um sistema

eldstico de dimensao finita no espago a duas dimensoes. Seja II(u, s) a energia potencial
total do sistema, em que u = (u;) € R™ é o vector deslocamento (ou posi¢ao), s€ Réo
parametro de carga e n é o ntimero de graus de liberdade. Seja ¢ = (¢) : R — R
definido por ¢;(u,s) = 0l /0u; (I =1,...,n9).

A estrutura pode entrar em contacto com alguns obstaculos rigidos em n° nés can-
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Figura 1: Ponto limite suave. Figura 2: Ponto limite anguloso.

didatos ao contacto. Sejam r,; € R e r; € R, respectivamente, as componentes nor-
mal e tangencial da reac¢ao no sistema de coordenadas de cada um dos nés candidatos
ao contacto. Escrevemos 7, = (ru1,...,7me) € R™, v = (Te1,...,7me) € R™ e
r = (ry, ) € R*™. Analogamente, definem-se u,; € R, uy; € R, u, € R™ e uy € R™.
As condigoes de nao-penetracao classicas (de Signorini) podem escrever-se: u, > O,
r, > 0 e u/r, = 0. Por simplicicidade, admitimos que as superficies dos obstéculos
tém curvatura nula e que as equagoes de equilibrio tém a forma ¢(u,s) — Tr = 0, em
que T € R™*2n° § uma matriz constante. Contudo o nosso método pode naturalmente
ser generalizado para o caso de obstdculos curvos (ver, por exemplo, Martins et al. [1,
pp. 65-136]).

Sejam u* e r* os deslocamentos nodais e as reaccoes, respectivamente, no passo de
carga k correspondente ao parametro de carga s¥. u > 0 é o coeficiente de atrito. A
trajectoria de equilibrio do problema quase-estatico de contacto com atrito é o conjunto
das sucessivas solugoes (u, s) € R™*! do seguinte problema incremental:

¢(U, 8) —Tr = Oa (]‘)

u, >0, r,>0, uIrn =0, (2)

re; € argmin{ry, Auglury > |ri|} (E=1,...,n°), (3)
r, €ER

Aqui e no que se segue, A() denota um incremento da variavel (). Note-se que nalguns
pontos e para alguns incrementos de carga o sistema (1)—(3) pode ter varias solugoes.
Considere-se a trajectéria de equilibrio ilustrada na Fig.1, que mostra a variagao do
parametro de carga s com um deslocamento generalizado apropriadamente escolhido u. O
nosso objectivo aqui é calcular a sequéncia finita {(u*, s*)} que define aproximadamente
a trajectéria de equilibrio (A)—(B)—(C). Como o estado de equilibrio (B) corresponde
a um ponto limite, é preciso utilizar uma parametrizacao do comprimento de arco para
ultrapassar esse ponto.

Outra dificuldade dos problemas de contacto com atrito ocorre quando a trajectoria de
equilibrio tem sucessivos pontos de bifurcagao [1], de que partem sucessivas trajectérias
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bifurcadas representadas por linhas a trago interrompido na Fig.1. Assim, em qualquer
dos pontos entre os estados (B) e (C), um método de comprimento de arco conven-
cional poderd seguir uma qualquer das trajectérias bifurcadas. Contudo, determinar a
trajectéria de equilibrio (B)—(C) é provavelmente mais interessante do que determinar
qualquer das trajectérias bifurcadas. Constata-se que o trogo de trajectéria (D)—(E;)
tem uma dissipacao incremental devida ao atrito Wegi. = —rfTAut que é maior do que a
da trajectéria (D)—(E2). Assim a trajectéria desejada (B)—(C) maximiza a dissipagao
de energia entre todas as possiveis trajectérias que partem de (B). Isto sugere-nos que,
entre as solugoes do sistema (1)—(3) em cada incremento de carga, procuremos a solugao
que maximiza Wiic.

Seja Auf 1= uF — uFt e Ask := s¥ — k71 Defina-se a funcio 0(-; Aur, Ask r¥) :
R™+! — R por

1
O(Au, As; Ak, Ast, ) = o Ay — 31 (Au', A (AuT, As)T + D3 (A, As) 1,
(4)

em que v; > 0 e 75 > 0 sao contantes. Considere-se o problema seguinte nas varidveis

(Au,As,r) € R x R x R¥"":

min  0(Au, As; Au®, As® rF)
st. d(u” + Au,s" + As) — Tr =0,

ub + Au, >0, r, >0, (vt 4+ Auy)'r, =0, (5)
ry € argmin{ry Auglury > |y} (i=1,...,n%).
r, €ER

No essencial, resolvemos sucessivamente o Problema (5) determinando sucessivas solugoes
6ptimas (Aubt!, Ash+l pkt1) € R" x R x R2™ e actualizando apropriadamente v5 > 0.
A sequéncia assim gerada {(u®, s*)} definida por (u**!, s51) 1= (uf + Auft!, sF + Asktl)
pode considerar-se a trajectéria de equilibrio aproximada que tem a maxima dissipagao
de energia.

Apresentam-se agora algumas explicagoes relativas ao Problema (5) e a func¢ao objec-
tivo (4).

Maximizar a dissipagao incremental de energia —rfTAut é equivalente a minimizar
rfTAut, que aparece no Problema (5) como o primeiro termo da fungao objectivo (4).

O terceiro termo de (4),

1
Sb (A, A, (6)

¢ motivado pela restri¢ao esférica do método do comprimento de arco [8], que geralmente
se escreve na forma

—k

[(Aw, As)|| = 5" (7)
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Aqui, 5" € R denota o comprimento de arco prescrito no incremento k. Contudo, no
nosso algoritmo, em vez de fixarmos o comprimento de arco 5" explicitamente, usamos a
ideia de (7) implicitamente, adicionando o termo quadratico (6) a fungao objectivo (4).
O parametro 75 desempenha o papel do (inverso do) raio especificado 5" na restricao
esférica (7). Este procedimento tem vérias vantagens quando comparado com a utilizagao
directa de (7) em problemas de contacto com atrito. De facto o termo de penalizagio (6)
é fortemente convexo enquanto que a restri¢ao (7) ndo é convexa. Acresce que, se usarmos
(7) directamente, a existéncia de solugao nao esta automaticamente garantida. Por outro
lado ainda, vemos que (Awu,As) = 0 é uma solu¢ao admissivel do Problema (5), o que
implica que o Problem (5) é sempre admissivel. Nés actualizamos o parametro 75 de uma
forma heurfstica: atribuimos a 7% um valor maior do que 457!, se o comprimento de arco
| (Au*, As®)|| do incremento k for relativamente grande.

O segundo termo de (4), —y1(AuF ", As*)(AwT, As)T, é um termo de mérito que evita
que se siga a trajectoria de equilibrio em sentido inverso. Nos métodos de comprimento
de arco convencionais, usam-se geralmente restricoes da forma

(Auk", Ash)(AuT, As)T > 0. (8)

Infelizmente, as trajectérias dos problemas de contacto com atrito tém frequentemente
pontos angulosos [1] como o ponto (B) na Fig.2. Se juntarmos a restrigdo (8) ao Prob-
lema (5) em (B), entao o conjunto admissivel do problema que daf resulta é o ponto tinico
(Au, As) = 0. Assim, adicionando o segundo termo a fungao objectivo (4) tem algumas
vantagens por comparagao com a adi¢ao de (8) as restrigoes.

3 Formulacao MPEC e regularizagao

O lema seguinte prepara a reformulacao em MPEC do problema de dois niveis (5):

Lema 3.1 (Seccao 6 em Kanno et al. [9]). ru € R satisfazry; € argmin,, g {r{;Au|pry; >

7|} se e s6 se existe um \y; € R satisfazendo Ay; > |Aug|, s > 1l € (Mngs Augg) (s, i) T =
0.

Do Lema 3.1 resulta imediatamente que o Problema (5) se reduz ao problema seguinte
nas varidveis (Au, As, 7, A) € R™ x R x R?" x R™":

min  0(Au, As; AuF, As* rF)

st. ¢(uf 4+ Au,s* + As) — Tr =0,
ut + Au, >0, r, >0, (uF+Au,) r, =0, (9)
i > |Aug|,  pras > ral, Oa Aug) (s, 7)) =0 (i=1,...,n°).

Infelizmente o Problema (9) é dificil de resolver, uma vez que as restrigoes do Prob-
lema (9) nao satisfazem uma qualificagao standard de restri¢oes, nomeadamente, a inde-
pendéncia linear (LICQ)), em nenhum ponto admissivel. Assim, os métodos standard de

5
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programagcao nao linear provavelmente falhardao neste problema [7]. Isto motiva a nossa
investigagao do seguinte esquema de regulariza¢ao do Problema (9):

min  0(Au, As; AuF, As* rF)

st. o(uf 4+ Au,s* + As) —Tr =0,
ub + Au, >0, r, >0, (uF, + Aug)r <e (i=1,...,n%, (10)
An—Aug >0, Ay+Aug >0, pry—7ry >0, pr,+7r >0,
(Anis Aug; ) (g, rti)T <e (i=1,...,n%,

em que £ é um parametro positivo. Para qualquer 7, > 0 dado, seja ['(72; Au, As) :
R"*! » R uma funcéo crescente de ||(Au, As)|| satisfazendo I'(Jy; Au, As) > 0. O
algoritmo seguinte gera a trajectéria de equilibrio com a maxima energia dissipada:

Algoritmo 3.2. Passo 0: Escolher u?, s°, Au®, As® ~ > 0,90 > 0, kpax > 0,
e>0,0<e<e 0<p<,efazer k:=0.

Passo 1: Se k > k., entdao PARAR. Caso contrario, fazer ¢ := 9.

Passo 2: Determinar a solu¢do (Awu,As, 7, ) € R™ x R x R x R™ do sub-
problema (10) com ¢ utilizando um método convencional de programagao nao linear.

Passo 3: Se ¢ > &, entdo tomar u” := u* + Au, s* := s¥ + As, actualizar ¢ como
€ := pe, e ir para o Passo 2.

Passo 4: Fazer Aur™! = Au, As*™! = As, actualizar (u”,s* r¥) e v5 como
k+1

(uhtL P+ phtl) = (uF + Aubtt % 4+ APt r) e 45T = (98, Aurtt Asktl))

respectivamente.

Passo 5: Fazer k <+ k + 1, e ir para o Passo 1.

O lema seguinte justifica o procedimento adoptado de resolver uma sequéncia de sub-
problemas (10) com € > 0 a decrescer para zero, em vez do Problema (9):

Lema 3.3. Seja {¢;} C (0,+00), com e; — 0 quando j — 00, e seja a solugdo dptima z;
do Problem (10), com € = €;, um minimo global. Se z* for um ponto de acumula¢do da
sequéncia {z;} quando j — oo, entdo z* é uma solugao dptima global do Problema (9).

Podemos provar o seguinte lema que garante que, em contraste com o Problema (9), e
sob certas hipéteses, o Problema (10) satisfaz as LICQ standard num ponto admissivel:

Lema 3.4 (Lema 4.4 em Kanno e Martins [10]). Admita-se que o Problema (9)
satisfaz MPEC-LICQ [7] em qualquer solugdo admissivel z' := (Au', As', v’/ X'). Entdo
existe uma vizinhanca U(2') de z' e uma constante positiva € tal que o Problem (10)

satisfaz as LICQ) em qualquer solugdo admissivel z € U(z") do Problema (10) com € €
(0,2).

Frequentemente admitem-se condigoes LICQ nas anélises de convergéncia de algorit-
mos convencionais para problemas de programacao nao linear, tais como o método de
programagao quadratica sequencial [11]. O Lema 3.4 implica pois que a convergéncia
global de Algoritmo 3.2 fica garantida se usarmos esses algoritmos no passo 2.
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Figura 3: Uma barra eldstica articulada na extrem- x-coordinate of node (b)

idade (a) e com contacto unilateral com atrito na Figura 4: Trajectoria de equilibrio da extremidade
extremidade (b) da barra (u = 0.3).

4 Experiéncias numéricas preliminares

As trajectérias de equiliibrio dos problemas de contacto com atrito dos exemplos apresen-
tados nesta comunicacgao sao determinadas com o Algoritmo 3.2. Os célculos foram efec-
tuados num Pentium IIT (844MHz) com 256MB de meméria utilizando MATLAB 6.5 [12].
Utiliza-se SOLNP [13] na resolugao do Problema (10) no passo 2 do Algoritmo 3.2. A de-
formacao e a tensao de Biot sao utilizadas para definir a relacao deformacao-deslocamento
geometricamente nao linear e a lei de Hooke para o material elastico. No trabalho [10]
podem encontrar-se outros exemplos de aplicagao da metodologia proposta.

4.1 Pontos limites suaves num problema com atrito

Considere-se a barra axialmente deformavel representada na Fig.3, que ¢é andloga a do
exemplo estudado analiticamente por Mréz [1, pp. 179-232]. A extremidade (a) é articu-
lada, enquanto que a extremidade (b) é candidata ao contacto com u = 0.3, isto é, nd = 2
en® = 1. Seja u = (uz,u,)’ € R? o vector de posigao da extremidade (b). Defina-se
o conjunto admissivel de w como {(z,y) € R?*|y > 0}. A configuracio inicial nao defor-
mada u® e o correspondente comprimento inicial £° da barra sao dados por u® = (=5,0)"
e (0 = 5v/2, respectivamente. Por simplicidade, tomamos EA = 100.0, em que E e
A denotam o moédulo de elasticidade e a area da seccao transversal da barra. As cargas
exteriores f : R — R aplicadas no né (b) sao dadas por f(s) = (s,0)T com s° = 0.

A Fig.4 ilustra a trajectéria de equilibrio calculada pelo Algoritmo 3.2, mostrando a
variacao (A)—(B) do parametro de carga s relativamente a u,. O né (b) estd em contacto
deslizante em todos os incrementos entre os estados (A) e (B) indicados na Fig.4. Na Fig.4
observa-se que, devidos a nao linearidade geométrica, existem dois pontos limites suaves.
Na mesma figura observa-se ainda que em todos os pontos entre (C) e (D) se inicia uma
trajectoria de descarga em que o né (b) bloqueia. Contudo, a trajectéria de equilibrio
com maxima energia é calculada sem qualquer dificuldade.
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Figura 5: A 19-bar arch. Figura 6: Equilibrium path of the 19-bar
arch.

4.2 Nao suavidade devido a alteracao das condicoes de contacto

Considere-se a treliga plana representada na Fig.5. Os néds (d), (e), (f), (i), (j) e (k)
sao candidatos ao contacto, com p = 0.2, i.e., n¢ = 22 e n® = 6. A geometria, as forcas
exteriores e a distribuicao de rigidez desta trelica sao todas simétricas relativamente ao
eixo dos y. Os obstaculos Hi, He e Hs na Fig.5 correspondem aos nés (f), (e) e (d),
respectivamente, e o né (f) estd em contacto sem reac¢do na configuracao inicial nao
deformada. Os conjuntos admissiveis dos nés (i), (j) e (k) sd@o os mesmos que os dos
correspondentes nés simétricos (d), (e) e (f). As cargas externas f(s) = (0,s)" sdo
aplicadas nos nés (a) e (g). Para mais detalhes consultar [10, Section 5.3].

A trajectéria de equilibrio calculada usando o Algoritmo 3.2 estéa representada na Fig.6,
que mostra a evolucao (A)—(E) de s com a componente y do vector de posi¢ao do né (a).
Em cada incremento a solucao obtida satisfaz todos as restri¢oes com grande precisao e
a configuracao obtida é simétrica relativamente ao eixo dos y. O né (f) estd en contacto
e desliza no sentido negativo do eixo = entre (A) e (C), ao passo que os nds (d) e (e)
estao livres. Observa-se que (B) é um ponto limite suave na presenga de atrito. Entre (C)
e (D), os nés (e) e (f) estao em contacto e deslizam nos sentidos negativo e positivo do
eixo dos x, respectivamente, enquanto que o né (d) permanece livre; quer dizer, o ponto
anguloso (C) da trajectéria de equilibrio corresponde a um ponto limite ndo suave devido
ao estabelecimento de contacto do né6 (e). Entre (D) e (E), os nés (e) e (f) estao livres e
o né (d) estd em contacto e desliza no sentido negativo do eixo dos x; quer dizer, o ponto
(D) da trajectéria é um ponto anguloso devido ao estabelecimento de contacto do né (d)
e a perda de contacto dos nés (e) e (f).

5 CONCLUSOES

Propos-se um método de comprimento de arco baseado numa formulacao MPEC para a
determinacao de trajectorias quase-estaticas de sistemas planos de dimensao finita com
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contacto unilateral e atrito. A fim de evitar seguir trajectérias de equilibrio correspon-
dentes a descarga, em que os nés candidatos ao contacto fiquem bloqueados, incorporou-se
um critério de maximizagao da energia dissipada. Desenvolveu-se um esquema de regular-
izagao do MPEC que permite a resolugao com um algoritmo convencional de programagao
nao linear. Os exemplos numéricos nesta comunicagdo e em [10] mostram que o método
proposto pode determinar as trajectérias com dissipacao maxima mesmo quando estas
tém pontos limite suaves devidos a nao linearidade geométrica, pontos limite angulosos
e sucessivos pontos de bifurcacao devido ao atrito, e ainda pontos angulosos devidos a
alteracoes das condigoes de contacto.

Referéncias

[1] Martins, J.A.C., Raous, M. (eds). Friction and Instabilities. Springer-Verlag: Wien,
2002.

[2] Luo, Z.Q., Pang, J.-S., Ralph, D. Mathematical Programs with Equilibrium Con-
straints. Cambridge University Press: Cambridge, UK, 1996.

[3] Wriggers, P. Computational Contact Mechanics. John Wiley & Sons: New York,
2002.

[4] Hilding, D. The equilibrium state of a structure subject to frictional contact. Euro-
pean J. Mech., A/Solids 19, 2000, 1029-1040.

[5] Miersemann, E., Mittelmann, H.D. Continuation for parameterized nonlinear varia-
tional inequalities. J. Comput. Appl. Math. 26, 1989, 23-34.

[6] Koo J.S., Kwak B.M. Post-buckling analysis with frictional contacts combining com-
plementarity relations and an arc-length method. Int. J. Numer. Meth. Engrg. 39,
1996, 1161-1180.

[7] Scholtes, S. Convergence properties of a regularization scheme for mathematical pro-
grams with complementarity constraints. SIAM J. Optim. 11, 2001, 918-936.

[8] Chrisfield, M.A. A fast incremental/iterative solution procedure that handles snap
through. Comput. & Struct. 13, 1981, 55-62.

[9] Kanno, Y., Martins, J.A.C., Pinto da Costa, A. Three-dimensional quasi-static fric-
tional contact using second-order cone linear complementarity problem. BGE Re-
search Report 04-01, Building Geoenvironment Engineering Laboratory, Kyoto Uni-
versity, Japan, February 2004.

[10] Kanno, Y., Martins, J.A.C. Arc-length method for frictional contact problems by us-

ing mathematical program with complementarity constraints. BGE Research Report



Yoshihiro Kanno e Jodo A.C. Martins

04-02, Building Geoenvironment Engineering Laboratory, Kyoto University, Japan,
May 2004.

[11] Powell, M.J.D. Variable metric methods for constrained optimization. In: Bachem A,
Grotschel M, Korte B (eds.) Mathematical Programming: The State of the Art.
Springer—Verlag: Berlin, 1983, pp. 288-311.

[12] The MathWorks, Inc. Using MATLAB. The MathWorks, Inc.: Natick, MA, 1999.

[13] Ye, Y. SOLNP user’s guide—A nonlinear optimization program in MATLAB. Dept.
of Management Sciences, University of lowa, 1989.

10



